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Bir tak¬m uygulamal¬bilimlerde özellikle de baz¬�zik problemlerinde
önemli bir yere sahip olan, diferansiyel operatörlerin spektral teorisi,
düz spektral problemler ve ters spektral problemler olarak iki ana kola
ayr¬l¬r.
Düz spektral problemler, verilen operatörün spektrumunun ve öz-

fonksiyonlar¬n¬n aranmas¬ ve verilen bir fonksiyonun operatörün öz-
fonksiyonlar¬na göre ayr¬̧s¬m¬n¬n incelenmesinden ibarettir. Spektral
analizin ters problemleri ise verilen belirli dizilere göre, spektral karak-
teristikleri bu diziler olan operatörün inşaas¬ ile ilgilenmektedir. Bu
konudaki baz¬ çal¬̧smalarda, verilen spektral karakteristiklerin oper-
atörü tek şekilde belirledi¼gini gösteren, ters problemlerin çözümü için
teklik teoremleri verilmi̧s; baz¬lar¬nda ise verilen spektral karakteris-
tiklere göre operatörün nas¬l elde edilebilece¼gi araşt¬r¬lm¬̧s, yani algo-
ritmas¬ verilmi̧stir. Fizik, mekanik, jeo�zik, elektronik ve metalurji
gibi farkl¬bilim dallar¬nda bir çok kez ters problemlerle kaŗs¬laş¬lmak-
tad¬r. Homojen olmayan telin, onun öz titreşimlerine göre yo¼gunlu¼gu-
nun hesaplanmas¬; parçac¬klar aras¬ndaki etkileşim kuvvetlerinin, bu
parçac¬klar¬n enerji seviyelerine göre belirlenmesi; kuantum �zi¼ginde
saç¬lma verilerine göre alan potansiyellerinin bulunmas¬; jeo�zikte yer-
alt¬madenlerinin yeralt¬ndaki elementlerin da¼g¬l¬m karakteristiklerine
göre belirlenmesi problemlerinin herbiri spektral analizin ters problem-
lerine örnek teşkil eder.
Literatürde bir operatörün öz fonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬ nodal nok-

talar olarak adland¬r¬l¬r. Ters nodal problem, verilen nodal noktalar
kümesi yard¬m¬yla operatörün katsay¬lar¬n¬ belirlemek üzerinedir ve
güncel olarak birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan çal¬̧s¬lmaktad¬r. Sturm Li-
ouville operatörleri için ters nodal problemler ilk olarak 1988 y¬l¬nda
McLaughlin taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada McLaughlin ver-
ilen öz fonksiyonlar¬n yo¼gun bir nodal noktalar alt kümesinin Sturm�
Liouville probleminin potansiyelini belirledi¼gini göstermi̧stir. 1989 y¬l¬nda
Hald and McLaughlin çal¬̧smalar¬nda daha genel s¬n¬r koşullar¬ için
nodal noktalar yard¬m¬yla potansiyeli belirlemek için nümerik bir şema
vermi̧slerdir. Yang 1997 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smas¬nda ters nodal Sturm�
Liouville problemi için potansiyeli bulan bir algoritma vermi̧stir. Sturm�
Liouville veya di¤usion operatörleri için ters nodal problemler birçok
çal¬̧smada geni̧s şekilde ele al¬nm¬̧st¬r.(P.J.Brown (2009),Browne (1996),
Buterin (2009),Buterin (2012) , Cheng (2000), Law (1999), Ozkan
(2015) , Shieh (2008),Yang (2011) ve Yang (2013)).
·Integro di¤eransiyel operatorler için ters problemler Lokal olmayan

problemlerdir ve di¼ger lokal olmayan operatörlerde oldu¼gu gibi çal¬̧s¬l-
mas¬ lokal olan problemlerden daha zordur ve lokal operatörler için
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kullan¬lan yöntemler s¬kl¬kla burada bir sonuç vermemektedir. Bu tip
operatörler için araşt¬rmac¬lar yeni yöntemler oluşturmaya çal¬̧smak-
tad¬r. Güncel çal¬̧smalarda bu tip problemler ele al¬nmakta ve liter-
atürde önemli bir yer edinmektedir.( Frciling (2001), Kuryshova (2007)
and Wu (2014)).
Sturm-Liouville tipli integro-di¤eransiyel operatörler için ters nodal

problemler ilk olarak Y.V. Kuryshova, C.T. Shieh taraf¬ndan 2010
y¬l¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada integral operatörünü katsay¬lar¬
biliniyorken nodal noktalar yard¬m¬yla potansiyelin belirlenebildi¼gi gös-
terilmi̧stir. Dirac operatörünün bir integral operatörü ile pertürbe
edilmi̧s hali (Dirac tipli integro-diferansiyel operatör) için ters nodal
problemler ilk olarak B. Keskin ve A. S. Ozkan taraf¬ndan ele al¬n-
m¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada klasik s¬n¬r koşullar¬nda çözüm için elde edilen
integral denklemler yard¬m¬yla yeni bir asimptotik ifade elde edilmi̧s ve
bu ifade yard¬m¬yla hassas özde¼ger ve nodal nokta davran¬̧slar¬hesa-
planm¬̧st¬r. Daha sonra elde edilen nodal nokta asimptotikleri kul-
lan¬larak teklik teoremi verilmi̧s ve nodal noktalar¬n yo¼gun bir alt
kümesi yard¬m¬yla operatörün nas¬l kurulaca¼g¬na ili̧skin algoritma elde
edilmi̧stir. S¬n¬r koşullar¬n¬n spektral parametreyi lineer fonksiyon şek-
linde içerdi¼gi Dirac tipli integro-diferansiyel denklemlerin için düz prob-
lem ve ters nodal problem 2018 y¬l¬nda B. Keskin ve H.D. Tel taraf¬ndan
ele al¬nm¬̧s ve çözümün asimtotik davran¬̧slar¬, özde¼ger ve özfonksiyon-
lar¬n özellikleri incelenmi̧s ve özfonksiyonlar¬n birinci bileşeninin s¬f¬r-
lar¬(nodal noktalar) yard¬m¬yla operatörün katsay¬lar¬n¬n nas¬l belir-
lenebilece¼giyle ilgili bir algoritma vermi̧sler ve ayr¬ca integral parçay¬
da k¬smen belirlemi̧slerdir. L(
; �; �; �) ile

(1) BY 0(x) + 
(x)Y (x) = �Y (x); x 2 (0; �);

şeklinde Dirac diferansiyel denklem sistemi ve

y1(0) sin � + y2(0) cos � = 0(2)

y1(�) sin � + y2(�) cos � = 0(3)

s¬n¬r koşullar¬ve

y1(
�

2
+ 0) = �y1(

�

2
� 0)(4)

y2(
�

2
+ 0) = ��1y2(

�

2
� 0):

süreksizlik koşullar¬taraf¬ndan üretilen problemi gösterelim. Burada �
spektral parametre, �; � ve � gerçel say¬
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B =

�
0 1
�1 0

�
; 
(x) =

�
V (x) +m 0

0 V (x)�m

�
; Y (x) =

�
y1(x)
y2(x)

�
;


(x) reel de¼gerli W 1
2 (0; �) uzay¬ndan fonksiyonlar, m reel sabittir.

'(x; �) =

�
'1(x; �)
'2(x; �)

�
; (1) denkleminin '(0; �) =

�
cos �
� sin �

�
başlang¬ç koşulu ve (4) süreksizlik koşulu alt¬nda çözümü olsun. '(x; �)
� nün tam fonksiyonudur ve aşa¼g¬daki asimtotik denklemleri sa¼glar
x <

�

2
için

'1(x; �) = cos (�x� �)(5)
xZ
0

sin�(t� x)'1(t)p(t)dt+
xZ
0

cos�(t� x)'2(t)r(t)dt

'2(x; �) = sin (�x� �)(6)

�
xZ
0

cos�(t� x)'1(t)p(t)dt�
xZ
0

sin�(t� x)'2(t)r(t)dt

ver x >
�

2
için

'1(x; �) = �
+ cos (�x� �) + �� cos (�(� � x)� �)(7)

�=2Z
0

�
�+ sin�(t� x) + �� sin�(x+ t� �)

�
'1(t)p(t)dt

+

�=2Z
0

�+ cos�(t� x) + �� cos�(x+ t� �)'2(t)r(t)dt

�
xZ

�=2

sin�(t� x)'1(t)p(t)dt+
xZ

�=2

cos�(t� x)'2(t)r(t)dt
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'2(x; �) = �
+ sin (�x� �)� �� sin (�(� � x)� �)

�
�=2Z
0

�
�+ cos�(t� x)� �� cos�(x+ t� �)

�
'1(t)p(t)dt(8)

�
�=2Z
0

�+ sin�(t� x)� �� sin�(x+ t� �)'2(t)r(t)dt

�
xZ

�=2

cos�(t� x)'1(t)p(t)dt�
xZ

�=2

sin�(t� x)'2(t)r(t)dt

burada, �� =
1

2

�
� � 1

�

�
:

Teorem '1(x; �) ve '2(x; �) foksiyonlar¬x e göre düzgün olarak j�j
n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde aşa¼g¬daki asimtotik ifadelere sahiptir,
x <

�

2
için

'1(x; �) = cos[�x� �(x)� �]

+
m sin �

�
sin[�x� �(x)](9)

+
m2x

2�
sin[�x� �(x)� �] + o(e

j� jx

�
)

'2(x; �) = sin[�x� �(x)� �]

�m cos �
�

sin[�x� �(x)](10)

�m
2x

2�
cos[�x� �(x)� �] + o(e

j� jx

�
)
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ve x >
�

2
için

'1(x; �) = �
+ cos[�x� �(x)� �]

+�� cos[�x� �(x)� �� + 2�
��
2

�
+ �]

+
�+m sin �

�
sin[�x� �(x)](11)

��
�m sin �

�
sin[�x� �(x)� �� + 2�

��
2

�
]

+
�+m2x

2�
sin[�x� �(x)� �]

��
�m2 (� � x)

2�
sin[�x� �(x)� �� + 2�

��
2

�
+ �] + o(

ej� jx

�
)

'2(x; �) = �
+ sin[�x� �(x)� �]

+�� sin[�x� �(x)� �� + 2�
��
2

�
+ �]

��
+m cos �

�
sin[�x� �(x)](12)

+
��m sin �

�
sin[�x� �(x)� �� + 2�

��
2

�
]

��
+m2x

2�
cos[�x� �(x)� �]

+
��m2 (� � x)

2�
cos[�x� �(x)� �� + 2�

��
2

�
+ �] + o(

ej� jx

�
)

burada �(x) =
1

2

xR
0

(p(t) + r(t))dt =
xR
0

V (t)dt ve � = Im�:ve � = Im�

şeklindedir:
_Ispat (5) ve (6) integral denklemlerine ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemini

uygulayabilmek için

'1;0(x; �) = cos (�x� �)
'2;0(x; �) = sin (�x� �)
'1;n+1(x; �) =

xR
0

sin�(x� t)'1;n(t)p(t)dt+
xR
0

cos�(x� t)'2;n(t)r(t)dt

'2;n+1(x; �) = �
xR
0

cos�(x� t)'1;n(t)p(t)dt+
xR
0

sin�(x� t)'2;n(t)r(t)dt
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yazal¬m böylece

'1;1(x; �) = sin (�x� �) �(x) +
m sin �

�
sin�x+ o(

ej� jx

�
)

'2;1(x; �) = � cos (�x� �) �(x)�
m cos �

�
sin�x+ o(

ej� jx

�
)

ve n � 1 için

'1;2n+1(x; �) = (�1)n sin (�x� �) �
2n+1(x)

(2n+ 1)!

+
(�1)nm sin �

�
sin�x

�2n(x)

(2n)!

+
(�1)nm2x sin �

2�
sin�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+
(�1)nm2x cos �

2�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)! + o(
ej� jx

�
)

'1;2n(x; �) = (�1)n cos (�x� �) �
2n(x)

(2n)!

+
(�1)nm sin �

�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+
(�1)n+1m2x cos �

2�
sin�x

�2n�2(x)

(2n� 2)!

+
(�1)n+1m2x sin �

2�
cos�x

�2n�2(x)

(2n� 2)! + o(
ej� jx

�
)

'2;2n+1(x; �) = (�1)n+1 cos (�x� �) �
2n+1(x)

(2n+ 1)!

+
(�1)n+1m cos �

�
sin�x

�2n(x)

(2n)!

+
(�1)n+1m2x sin �

2�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+
(�1)nm2x cos �

2�
sin�x

�2n�1(x)

(2n� 1)! + o(
ej� jx

�
)
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'2;2n(x; �) = (�1)na2 sin (�x� �)
�2n(x)

(2n)!

+
(�1)n+1m cos �

�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+
(�1)nm2x sin �

2�
sin�x

�2n�2(x)

(2n� 2)!

+
(�1)nm2x cos �

2�
cos�x

�2n�2(x)

(2n� 2)! + o(
ej� jx

�
)

elde edilir. Sonuç olarak için j�j nün yeterince büyük de¼gerleri için x e
göre düzgün olarak.x <

�

2
için ispat tamamlanm¬̧s olur.

(7) ve (8), integral denklemlerine benzer i̧slemleri yapmak amac¬yla

'2;n+1(x; �) = �
�=2Z
0

�
�+ cos�(t� x)� �� cos�(x+ t� �)

�
'1;n(t)p(t)dt

�
�=2Z
0

�
�+ sin�(t� x)� �� sin�(x+ t� �)

�
'2;n(t)r(t)dt

�
xZ

�=2

cos�(t� x)'1;n(t)p(t)dt�
xZ

�=2

sin�(t� x)'2;n(t)r(t)dt;

şeklinde gösterelim. Bu durumda

'1;1(x; �) = �+ sin (�x� �) �(x)� �� sin (�(� � x)� �)
�
�(
�

2
)� �1(x)

�
+
��m sin �

�
sin�(� � x) + �

+m sin �

�
sin�x+ o

�
ejIm � jx

�

�

'2;1(x; �) = ��+ cos (�x� �) �(x) + �� cos (�(� � x)� �)
�
�(
�

2
)� �1(x)

�
��

�m sin �

�
sin�(� � x)� �

+m cos �

�
sin�x+ o

�
ejIm � jx

�

�
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'1;2(x; �) = ��+ cos (�x� �) �
2(x)

2!

��� cos (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2
2!

� �
+m sin �

�
cos�x�(x)

��
�m sin �

�
cos�(� � x)

�
�(
�

2
)� �1(x)

�
+
�+m2x

�
sin (�x� �)

+
��m2

2�
(� � x) sin(�(� � x)� �) + o

�
ejIm � jx

�

�

'2;2(x; �) = ��+ sin (�x� �) �
2(x)

2!

+�� sin (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2
2!

+
�+m cos �

�
cos�x�(x)

+
��m sin �

�
cos�(� � x)

�
�(
�

2
)� �1(x)

�
� �

+m2x

2�
cos (�x� �)

��
�m2

2�
(� � x) cos(�(� � x)� �) + o

�
ejIm � jx

�

�

'1;3(x; �) = ��+ sin (�x� �) �
3(x)

3!

+�� sin (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�3
3!

� �
+m sin �

�
sin�x

�2(x)

2!

��
�m sin �

�
sin�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2
2!

� �
+m2x

2�
cos (�x� �) �(x)

��
�m2

2�
(� � x) cos(�(� � x)� �)

�
�(
�

2
)� �1(x)

�
+o

�
ejIm � jx

�

�
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'2;3(x; �) = �+ cos (�x� �) �
3(x)

3!

��� cos (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�3
3!

+
�+m cos �

�
sin�x

�2(x)

2!

+
��m sin �

�
sin�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2
2!

� �
+m2x

2�
sin (�x� �) �(x)

+
��m2

2�
(� � x) sin(�(� � x)� �)

�
�(
�

2
)� �1(x)

�
+o

�
ejIm � jx

�

�

denklemlerini elde ederiz. Bu şekilde hesaplamaya devam edersek
n � 1 için

'1;2n(x; �) = (�1)n�+ cos (�x� �) �
2n(x)

(2n)!

+(�1)n� cos (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2n
(2n)!

+(�1)n�
+m sin �

�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+(�1)n�
�m sin �

�
cos�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�1
(2n� 1)!

�(�1)n�
+m2x

2�
sin (�x� �) �

2n�2(x)

(2n� 2)!

�(�1)n�
�m2

2�
(� � x) sin(�(� � x)� �)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�2
(2n� 2)!

+o(
ej� jx

�
)



10

'1;2n+1(x; �) = (�1)n�+ sin (�x� �) �
2n+1(x)

(2n+ 1)!

+(�1)n+1� sin (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2n+1
(2n+ 1)!

+(�1)n�
+m sin �

�
sin�x

�2n(x)

(2n)!

+(�1)n�
�m sin �

�
sin�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n
(2n)!

+(�1)n�
+m2x

2�
cos (�x� �) �

2n�1(x)

(2n� 1)!

+(�1)n�
�m2

2�
(� � x) cos(�(� � x)� �)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�1
(2n� 1)!

+o(
ej� jx

�
)

'2;2n(x; �) = (�1)n�+ sin (�x� �) �
2n(x)

(2n)!

+(�1)n+1�� sin (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�1
(2n� 1)!

+(�1)n+1�
+m cos �

�
cos�x

�2n�1(x)

(2n� 1)!

+(�1)n+1�
�m sin �

�
cos�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�1
(2n� 1)!

+(�1)n�
+m2x

2�
cos (�x� �) �

2n�2(x)

(2n� 2)!

+(�1)n�
�m2

2�
(� � x) cos(�(� � x)� �)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�2
(2n� 2)!

+o

�
ejIm � jx

�

�
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'2;2n+1(x; �) = (�1)n+1�+ cos (�x� �) �
2n+1(x)

(2n+ 1)!

+(�1)n cos (�(� � x)� �)
�
�(�

2
)� �1(x)

�2n+1
(2n+ 1)!

+(�1)n+1�
+m cos �

2�
sin�x

�2n(x)

(2n)!

+(�1)n+1�
�m sin �

�
cos�(� � x)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n
(2n)!

+(�1)n�
+m2x

2�
sin (�x� �) �

2n�1(x)

(2n� 1)!

+(�1)n+1�
�m2

�
(� � x) sin(�(� � x)� �)

�
�(�

2
)� �1(x)

�2n�1
(2n� 1)!

+o

�
ejIm � jx

�

�
bulunmuş olur. Burada, �1(x) = �(x)� �(

�

2
). Bu ise teoremin ispat¬n¬

tamamlar.
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